
 

MATEMÁTICA 
Professores: Andrey, Cristiano e Julio 

 
Questões 

 
Substituindo os valores dados na fórmula teremos: 
 

𝐱𝟏 = 𝐱𝟎+𝟏 =  
(𝐱𝟎)𝟐+𝐚

𝟐.𝐱𝟎
=  

(𝟐)𝟐+𝟓

𝟐.𝟐
=

𝟗

𝟒
       e    𝐱𝟐 = 𝐱𝟏+𝟏 =  

(𝐱𝟏)𝟐+𝐚

𝟐.𝐱𝟏
=  

(
𝟗

𝟒
)

𝟐
+𝟓

𝟐.
𝟗

𝟒

=
𝟏𝟔𝟏

𝟕𝟐
 

 

 
Substituindo os valores do item anterior na identidade a ser verificada, de fato: 
 

|(
𝟏𝟔𝟏

𝟕𝟐
)

𝟐

− 𝟓| = |𝟓, 𝟎𝟎𝟎𝟐 − 𝟓| = |−𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟐| = 𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟐 < 𝟎, 𝟎𝟎𝟏 = 𝟏𝟎−𝟑 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
De acordo com o enunciado podemos inferir que: 

𝐓(𝐧) = 𝐧𝟑 + 𝟓𝐧 + 𝟔 ≤ 𝟏𝟎𝟎𝟎 
↔  

𝐧𝟑 + 𝟓𝐧 ≤ 𝟗𝟗𝟒 

↔ 

 𝐧(𝐧𝟐 + 𝟓) ≤ 𝟗𝟗𝟒      (𝟏) 

 
Como n é inteiro não negativo, podemos conjecturar em      (1): 
Para n= 0, temos: 

𝟎(𝟎𝟐 + 𝟓) = 𝟎 ≤ 𝟗𝟗𝟒       𝐨𝐤 

 
Para n= 1, temos: 

𝟏(𝟏𝟐 + 𝟓) = 𝟔 ≤ 𝟗𝟗𝟒       𝐨𝐤 

 
Para n= 2, temos: 

𝟐(𝟐𝟐 + 𝟓) = 𝟏𝟖 ≤ 𝟗𝟗𝟒     𝐨𝐤 

... 
 
Para n= 9, temos: 

𝟗(𝟗𝟐 + 𝟓) = 𝟕𝟕𝟒 ≤ 𝟗𝟗𝟒       𝐨𝐤 

 
Para n= 10, temos: 

𝟏𝟎(𝟏𝟎𝟐 + 𝟓) = 𝟏𝟎𝟓𝟎 ≥ 𝟗𝟗𝟒  𝐟𝐚𝐥𝐬𝐨 

 
Diante do que foi exposto, podemos afirmar que n  =  9 
 

 
De acordo com o enunciado, podemos inferir que a relação existente entre os polinômios  T(n), P(n) e Q(n) será: 

T(n) P(n) 

0 Q(n) 

 

𝐧𝟑 + 𝟓𝐧 + 𝟔 𝐧 + 𝟏 

0 Q(n) 
 
Aplicando o método da chave podemos obter o polinômio quociente da divisão acima: 

𝐐(𝐧) = 𝐧𝟐 − 𝐧 + 𝟔 
 
OUTRA RESOLUÇÃO: 

De 
T(n) P(n) 

0 Q(n) 

 
Podemos inferir que: 

T(n)=(n+1)Q(n) 
↔    

𝐧𝟑 + 𝟓𝐧 + 𝟔 = (𝐧 + 𝟏)𝐐(𝐧) 
↔ 

𝐧𝟑 + (𝐧𝟐 − 𝐧𝟐) + (𝐧 − 𝐧) + 𝟓𝐧 + 𝟔 = (𝐧 + 𝟏)𝐐(𝐧) 
↔ 

(𝐧𝟑 + 𝐧𝟐) + (−𝐧𝟐 − 𝐧) + (𝟔𝐧 + 𝟔) = (𝐧 + 𝟏)𝐐(𝐧) 
↔ 

𝐧𝟐(𝐧 + 𝟏) − 𝐧(𝐧 + 𝟏) + 𝟔(𝐧 + 𝟏) = (𝐧 + 𝟏)𝐐(𝐧) 
↔ 

(𝐧 + 𝟏)(𝐧𝟐 − 𝐧 + 𝟔) = (𝐧 + 𝟏)𝐐(𝐧), como n+1 ≠ 0 
 

𝐧𝟐 − 𝐧 + 𝟔 = 𝐐(𝐧) 



 

 
Analisando a figura apresentada, podemos acrescentar a  altura relativa a base de medida igual a 2, denotada por h: 
 

 
 
Daí segue que: 

𝐬𝐢𝐧( 𝛉) =
𝐡

𝟐
 

↔ 
𝟐. 𝐬𝐢𝐧( 𝛉) = 𝐡     (1) 

 
Por outro lado, a área do triângulo de base igual a 2 e altura h será: 

𝟐.𝐡

𝟐
= 𝐡      (2) 

 
Substituindo (1) em (2), teremos então que a área 𝐒∆ do triângulo será: 

𝐒∆ = 𝟐. 𝐬𝐢𝐧 (𝛉) onde 𝛉  𝛜  (𝟎, 𝛑)  (3) 
 
a) Fazendo θ = 45

0 
em (3), teremos o que se pede:  

𝐒∆ = 𝟐. 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝟓𝐨) = √𝟐 𝐜𝐦𝟐 
 
 

 
De acordo com (3), teremos a área máxima quando o seno de θ também for máximo, ou seja,  quando  𝐬𝐢𝐧 (𝛉) = 𝟏. 

Como  𝛉  𝛜  (𝟎, 𝛑), então o referido triângulo terá sua maior área quando   𝛉 =
𝛑

𝟐
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
Seja 𝐂(𝛂, 𝛃) as coordenadas do centro da circunferência e R seu raio. 
 

𝛂 =  
𝐜𝐨𝐞𝐟𝐢𝐜𝐢𝐞𝐧𝐭𝐞 𝐝𝐞 𝐱

−𝟐
=  

−𝟒

−𝟐
= 𝟐 

𝛃 =  
𝐜𝐨𝐞𝐟𝐢𝐜𝐢𝐞𝐧𝐭𝐞 𝐝𝐞 𝐲

−𝟐
=  

−𝟔

−𝟐
= 𝟑 

 

𝐑² =  𝛂² + 𝛃² − 𝛄   onde 𝛄 = 𝐭𝐞𝐫𝐦𝐨 𝐢𝐧𝐝𝐞𝐩𝐞𝐧𝐝𝐞𝐧𝐭𝐞 𝐝𝐚 𝐞𝐪𝐮𝐚çã𝐨 

𝐑𝟐 = 𝟒 + 𝟗 + 𝟏𝟐 = 𝟐𝟓 
 
Logo R = 5 
 
 

 
As coordenadas do ponto de intersecção entre a reta e a circunferência, será determinado através do sistema de 
equações entre elas, ou seja: 
 

{
𝐜: 𝐱² + 𝐲² − 𝟒𝐱 − 𝟔𝐲 − 𝟏𝟐 = 𝟎

𝐫: 𝐲 = 𝟐𝐱 + 𝟏
 

 
Substituindo y por 2x + 1 temos: 
 

𝐱² +  (𝟐𝐱 + 𝟏)𝟐 − 𝟒𝐱 − 𝟔(𝟐𝐱 + 𝟏) − 𝟏𝟐 = 𝟎 
 
Desenvolvendo os termos obtemos a seguinte equação: 
 

𝟓𝐱𝟐 − 𝟏𝟐𝐱 − 𝟏𝟕 = 𝟎  
 
Calculando as raízes da equação: 
 

X’ = 3,4     e     x’’ = -1 
 
Portanto os pontos de intersecção entre elas será: 
 

(−𝟏 , −𝟏) 𝐞 (
𝟏𝟕

𝟓
,
𝟑𝟗

𝟓
)  

 
Comentário: Acreditamos que devido ao tempo da prova a comissão optou por uma questão mais simplificada de 
Geometria Analítica, tratando de pontos básicos do assunto, tais como: encontrar centro e raio e um sistema entre a 
circunferência e uma reta.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 

 
 
a) Substituindo os valores disponíveis de N e t na expressão supracitada, temos: 

{
𝟕𝟎 = 𝒂. 𝟑𝟐 + 𝒃. 𝟑 + 𝒄
𝟖𝟓 = 𝒂. 𝟒𝟐 + 𝒃. 𝟒 + 𝒄
𝟖𝟎 = 𝒂. 𝟓𝟐 + 𝒃. 𝟓 + 𝒄

 

 
Resolvendo as contas indicadas e organizando o sistema como um todo, temos: 

{
𝟗𝒂 + 𝟑𝒃 + 𝒄 = 𝟕𝟎

𝟏𝟔𝒂 + 𝟒𝒃 + 𝒄 = 𝟖𝟓
𝟐𝟓𝒂 + 𝟓𝒃 + 𝒄 = 𝟖𝟎

 

 
Qualquer método de resolução é aqui indicado. Optando-se pelo método da adição, multiplica-se a 1ª equação por -1 e 
soma-se o resultado na 2ª e 3ª equações, temos: 

{
𝟗𝒂 + 𝟑𝒃 + 𝒄 = 𝟕𝟎

𝟕𝒂 + 𝒃 = 𝟏𝟓
𝟏𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟏𝟎

 

 
Novamente pelo método da adição, multiplica-se a 2ª equação por -2 e soma-se a 3ª, temos: 

{
𝟗𝒂 + 𝟑𝒃 + 𝒄 = 𝟕𝟎

𝟕𝒂 + 𝒃 = 𝟏𝟓
𝟐𝒂 = −𝟐𝟎

 

 
logo:  𝒂 = −𝟏𝟎 
 
Voltando com o valor de a nas equações acima, teremos: 
 

𝒃 = 𝟖𝟓 

𝒄 = −𝟗𝟓 
 
 
b) Com os valores de a,b e c determinados no item anterior, teremos a equação completa do segundo grau:  

𝐍(𝐭) = −𝟏𝟎𝐭𝟐 + 𝟖𝟓𝐭 − 𝟗𝟓 
 
onde seu valor máximo é representado pelo vértice da função, no caso deste item a abscissa, representada pelo 
número de sacas plantadas (t) na expressão. 
 

𝐭 = 𝐱𝐯 =
−𝐛

𝟐𝐚
=

−𝟖𝟓

𝟐. (−𝟏𝟎)
 

 

𝐭 = 𝟒, 𝟐𝟓 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 

 
 
a) Substituindo o valor do custo c(x) por 10 reais, temos:  
 

𝟏𝟎 = √𝟎, 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏, 𝟓 

 
Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado e simplificando a equação, determinamos o número de unidades 
x procurado: 
 

𝟏𝟎𝟎 = 𝟎, 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏, 𝟓 
 

𝟗𝟖, 𝟓 = 𝟎, 𝟐𝟓𝒙 
 

𝒙 = 𝟑𝟗𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆 
 
b)  

𝟑 ≤ √𝟎, 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏, 𝟓 ≤ 𝟏𝟐 

 
Observe que os termos envolvidos são todos positivos. 
Podemos elevar ao quadrado todas as parcelas da inequação e simplificar o resultado: 
 

𝟗 ≤ 𝟎, 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏, 𝟓 ≤ 𝟏𝟒𝟒 
 

𝟕, 𝟓 ≤ 𝟎, 𝟐𝟓𝒙 ≤ 𝟏𝟒𝟐, 𝟓 
 

𝟑𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓𝟕𝟎 
 
Logo os valores de x que satisfazem esta desigualdade são todos os números naturais de 30 a 570, incluindo o 30 e o 
570.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
a) Utilizando o teorema de Pitágoras, temos: 

𝟐𝟒𝟎𝟐 = 𝐡𝟐 + 𝟏𝟖𝟎𝟐   𝐜𝐨𝐧𝐜𝐥𝐮𝐢𝐦𝐨𝐬 𝐪𝐮𝐞 𝐡 = 𝟔𝟎√𝟕 𝐜𝐦 
 
Note que, para facilitar os cálculos, poderíamos ter simplificado cada lado por 10. 
 

𝟐𝟒𝟐 = 𝐤𝟐 + 𝟏𝟖𝟐 
 

𝟐𝟒² − 𝟏𝟖𝟐 = (𝟐𝟒 + 𝟏𝟖). (𝟐𝟒 − 𝟏𝟖) = 𝟒𝟐𝐱𝟔 = 𝟐𝟓𝟐 = 𝟔√𝟕 
 

𝐀𝐬𝐬𝐢𝐦, 𝐧𝐚 𝐫𝐞𝐬𝐩𝐨𝐬𝐭𝐚, 𝐝𝐞𝐯𝐞𝐫í𝐚𝐦𝐨𝐬 𝐚𝐩𝐞𝐧𝐚𝐬 𝐦𝐮𝐥𝐭𝐢𝐩𝐥𝐢𝐜𝐚𝐫 𝐨 𝐯𝐚𝐥𝐨𝐫 𝐩𝐨𝐫 𝟏𝟎, 𝐞𝐧𝐜𝐨𝐧𝐭𝐫𝐚𝐧𝐝𝐨 𝟔𝟎√𝟕 𝐜𝐦 
 
b) Utilizando o teorema de Tales, encontramos: 

𝐱

𝟕𝟓
=  

𝐲

𝟔𝟎
=  

𝐳

𝟒𝟓
=  

𝟐𝟒𝟎

𝟏𝟖𝟎
=  

𝟒

𝟑
 

 
Efetuando o produto dois a dois, encontramos: 
X = 100 cm 
Y = 80 cm 
Z = 60 cm 
 
 
Comentário: Uma questão de aplicação direta do teorema de Tales, exigindo do aluno conhecimentos básicos de 
razão e proporção associada ao teorema.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
a) Com base no desenho dado podemos deduzir que a altura do cone (h) será igual ao raio da esfera (2 cm) mais o 
valor x indicado.  
Utilizando o teorema de Pitágoras, temos: 
 

𝟐² = 𝐱² + (𝐑)𝟐 
 
Como o enunciado pede para x = 1 cm, temos: 
 

𝟒 = 𝟏 + 𝐑𝟐 
 

𝐑 =  √𝟑 
 
Portanto o volume do cone será: 
 

𝐕𝐜𝐨𝐧𝐞 =  
𝛑. 𝐑². 𝐇

𝟑
=  

𝛑. 𝟑. 𝟑

𝟑
= 𝟑𝛑 𝐜𝐦³ 

 
b) Para que o volume da esfera seja igual a 4 x o volume do cone devemos ter: 

𝐕𝐞𝐬𝐟𝐞𝐫𝐚 = 𝟒. (𝐕𝐜𝐨𝐧𝐞) 
 

𝟒𝛑. 𝐑𝟑

𝟑
= 𝟒.

𝛑. 𝐑′𝟐. 𝐡

𝟑
 

 

Como o raio da esfera vale 2 cm e o raio do cone pode ser escrito como 𝐑 =  √𝟒 − 𝐱² 
 
Ficamos com: 

𝟐³ =  (𝟒 − 𝐱²). (𝟐 + 𝐱) 
 
O produto acima resulta na equação: 
 

𝐱𝟑 + 𝟐𝐱 − 𝟒𝐱 = 𝟎 
 

A única raiz que satisfaz a condição será: 𝐱 =  (√𝟓 − 𝟏) 𝐜𝐦 

 
 
Comentário: Uma questão própria para uma prova discursiva, bem elaborada e com a exigência que se espera da 
UFPR. Abordando conhecimentos mais aprofundados do candidato.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 

 
 
a) Calculando pela regra de Sarrus, teremos: 
 

𝟎 + 𝟎−∝ +𝟏 − 𝟎 − 𝟎 = 𝟎 
 

∝ = 𝟏 
 
 
 
b) Para ∝ = 𝟎 , o determinante da Matriz S é igual a 1 (utilizando o método de Sarrus) 
 

A matriz de cofatores da Matriz S será: (
𝟏 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟎

) 

 

A transposta da matriz de cofatores da Matriz S será: (
𝟏 −𝟏 −𝟏

−𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎

) 

 
Dividindo cada elemento da transposta da matriz de cofatores pelo determinante da Matriz S (detS=1), teremos a Matriz 
Inversa de S:  
 

𝑺−𝟏 = (
𝟏 −𝟏 −𝟏

−𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎

) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
a) As opções existentes são as seguintes: 
 

1ª opção PAR ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR 

2ª opção PAR PAR ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR 

3ª opção ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR ÍMPAR 

 
Note que o enunciado pede “no máximo” 2 resultados pares, portanto podemos ter uma possibilidade somente com 
resultados ímpares.  
Para cada possibilidade devemos considerar sua permutação com as devidas repetições de seus elementos. 

1ª opção: 𝐏𝟓
𝟒 = 𝟓 

2ª opção: 𝐏𝟓
𝟐,𝟑 = 𝟏𝟎 

3ª opção: 𝐏𝟓
𝟓 = 𝟏 

Como a probabilidade de ser par será a mesma de ser ímpar, ficamos com: 

1ª opção = 2ª opção = 3ª opção = (
𝟏

𝟐
)

𝟓
 

Portanto, para cada um dos eventos, temos: 
 

𝟓. (
𝟏

𝟐
)

𝟓

+ 𝟏𝟎. (
𝟏

𝟐
)

𝟓

+ 𝟏. (
𝟏

𝟐
)

𝟓

=  
𝟏𝟔

𝟑𝟐
= 𝟓𝟎% 

 
 
 

 
Sabemos que a primeira rodada “saiu” um número par, então podemos concluir que: 
 

PAR PAR PAR ÍMPAR ÍMPAR 

 
Como Queremos exatamente 3 resultados pares e já temos a certeza do primeiro ser par, concluímos que nos demais 
resultados devemos ter apenas 2 resultados pares. 
 

𝐏𝟒
𝟐,𝟐. (

𝟏

𝟐
)

𝟒

= 𝟔. (
𝟏

𝟏𝟔
) =  

𝟔

𝟏𝟔
=  

𝟑

𝟖
 

 
Comentário: Uma excelente questão de probabilidade exigia do aluno conhecimentos básicos de permutação com 
objetos repetidos e noções elementares de probabilidade.  
 
 
 
 


